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Limites de suites et de fonctions 



Exercice 1 

Pour chacune des suites ( u n ) n dans le plan M 2 ci-dessous, placer quelques-uns des points u n dans le plan et 
decrire qualitativement le comportement de la suite lorsque n tend vers Pinfini. Etudier ensuite la convergence 
de chacune des suites et determiner la limite le cas echeant. 


2. u n 

3. u n 

4. u n 


(^rfo’ cos ^) 

(^»,sin(fexp(-I))) 

(sinhn, 


(a" cos (na),a n sin(na)), en fonction de a G M, a > 0 et a G M. 


Indication Y Correction T 


[002621] 


Exercice 2 


Etudier 1’ existence des limites suivantes : 

2 

1. li m (*o')->(o,o) ^ 

x+y^0 

2. lim^j^)— >.(o,o,o) 2 P+vz 2 

2x 3 +yz 2 ^0 

3. lim (jr)3 ,)_ >( o,o) 

(r,y)^(0,0) 

4 

4. hmy^^o)^ 

*+±y 

5. li m (. w )->(0,0,0) x 2 +2v 2+ 3z 2 

( W )^(0,0,0) 

Indication T Correction Y [001784] 


Exercice 3 

Soit /: M 2 \ {(0,0)} — > M la fonction definie par 


f(x,y) 


2 2 
x y 


x 2 y 2 + (x — y) 2 


Montrer que 

limlim f(x,y) = limlim/(x,v) = 0 

x->0v->0 ' y->0x->0 

et que lim (jC)3 , ) _ >(0 fi )f{x,y) n’existe pas. 

Indication Y Correction Y 


(1) 

[001785] 


Exercice 4 

Determiner les limites lorsqu’elles existent : 

L lim (Jc,r)->(o,o) 


1 



o i • ( x+2y ) 3 

2 . 

3- 

4. lim,„)^,o.o 

5. li m (x,y)— >(0,0) ^Tjiyt ; 


6. lim 


(x 2 +y 2 ) 2 . 
(x,y)—>(0,0) x 2_ y 2 , 


7. lim (jCjy) _ ( o,o) ; 

8. lim <JCjy) _ K o,o) cosv Sin cosh.v 

Indication ▼ Correction T 


[001787] 


Exercice 5 

Pour chacune des fonctions / suivantes, etudier l’existence d’une limite en (0,0,0) : 


1- f(x,y,z ) 

2- f(x,y,z ) 

Indication ▼ 


xyz . 
x+y+z ’ 

_ x+y 
x 2 —y 2 +z 2 ' 

Correction T 


[001788] 


umi! 

scie 


Retrouver cette fiche et d’autres 

exercices de maths sur 

exo7 . emath . f r 
2 
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Indication pour l’exercice 1 ▲ 

Pour etablir ou refuter l’existences d’une limite particuliere dans le plan et pour ensuite determiner une limite 
pourvu qu’elle existe, utiliser le fait que pour que lim„ -+<=<, (x n ,y n ) existe dans le plan M 1 2 il faut et il suffit que 
chacune des limites lim„_ J .ooX, ! et lim„ rM y„ existe en tant que limite finie. 


Indication pour l’exercice 2 ▲ 

1. Raisonner a l’aide d’une fonction / de la variable x telle que x+ y = f(x) et lim^o/OO = 0. 

2. Trouver deux courbes dans 

M 3 \{(x,y,z);2x 3 +>'z 2 = 0} 

qui tendent vers l’origine telle que les limites, calculees le long de ces courbes, existent mais ont des 
valeurs distinctes. 

3. Utiliser le fait que le numerateur et le denominates sont toujours positifs et que l’ordre du denominates 
est strictement plus grand que celui du numerateur. 

4. Raisonner a l’aide d’une fonction h de la variable y telle que x 2 —y 2 = h(y) et lim y ^oM>’) = 0. 

5. Chercher deux courbes dans le domaine de definition qui tendent vers l’origine telle que les limites, 
calculees le long de ces courbes, existent mais ont des valeures distinctes. 


Indication pour l’exercice 3 A 

Diviser le numerateur et le denominates par x 2 resp. y 2 pour determiner lim v +of(x,y) resp. lim A -_>o/(A', y). 
Montrer que, calculee le long d’une autre courbe convenable, 1 i ni l v y ■, yo.o, f(x ; y) existe et ne vaut pas zero. 


Indication pour l’exercice 4 A 

1. Refuter l’existence de la limite a l’aide de l’etude des limites le long de deux courbes adaptees. 

2. Utiliser les coordonnees polaires dans le plan. 

3. Si 1 i m i A ^ V ) r A(l , Vo ) h(x,y ) existe et est non nul alors 

i im /(*??) = lim (^Hfa,vo )f^y) 

{x,y)^(x 0 ,y Q ) h{x,y ) lim ( . Vi y)^ (A0 J0 ) h(x,y) ' 

4. Chercher deux courbes dans le domaine de definition qui tendent vers l’origine telles que les limites, 
calculees le long de ces courbes, existent mais ont des valeures distinctes. 


Indication pour l’exercice 5 A 


1. Raisonner a 1’ aide d’une fonction/? des variables a ety telle que A+y+z = h(x,y) et lim lAy j_ > ( 0() ) h(x,y) = 
0 . 

2. Montrer que, deja sous la contrainte supplementaire z = 0. la limite ne peut pas exister. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 

Des calculs elementaires donnent 


1. U\ = (2, cos 1), u 2 = (||, cos i), ... ,M10 = (j55,COS^), ... 

2. Ui = (^arctanl,sin(^)), u 2 = (larctai^sinf;^)), 

«3 = (^arctan3,sin(^j)), ... ,u l0 = (iSTarctan(10),sin(^)), ... 

3. u\ = (sinh 1,0), u 2 = (sinh2, ^), u 2 = (sinh3, ^), . . . , 

u w = (sinh 10, ), ... 

4. ii\ = a' ! (cos(a),sin(a)), u 2 = « 2 (cos(2a),sin(2a)), 

u 2 = a 3 (cos(3a),sin(3a)), ... ,u\q = a 10 (cos(10a),sin(10a)), ... 

Les limites pouvu qu’elles existent se calculent ainsi : 

1. lim„^oo „ 2 +[ n+3 = l+ ± + ± = 4, lim„_**,cos(l/n) = cos(0) = 1 d’ou 

tx 

/ 1 \ 

lim u n = lim -j— — — ,cos- = (4,0). 

h — >00 n^oo y _|_ 4/j 4- 3 n j 

2. lim,,.**, -4^ = lim„^ M ]+ \ jnl = 1, lim„_**,arctann = 7T/2, 

lim„^oo " ^2^™'' = ft/2 mais lim„^ooSin(|exp(— 4)) n’existe pas d’ou 

lim Un 

n—> 00 


n’existe pas. 

3. lim„ >OQ = 0 tandis que lim„ .*«, sinh/; n’existe pas en tant que limite finie car 


lim sinh.r = +°o 

X — >+00 


d’ou 


limn,, = lim ( sinhn, ^44 


n’existe pas. 

4. lim„^oo(cos(na),sin(na)) n’existe pas tandis que pour que lim^oofl' 1 existe il faut et il suffit que a ^ 1 
et, s’il en est ainsi, lim,,-**,^'' = 0 si a < 1 et lim„^ooa" = 1 si a = 1. Par consequent : Pour que 


lim u n = lim a”(cos(«a),sin(na)) 

n— >00 n— >00 

existe il faut et il suffit que a < 1, et la limite vaut alors zero. 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

1. Avec f(x) = x 4 , d’ou y = x 4 — x, on obtient AA = x 2 — 1 d’oin 


lim (*, y )-> (0,0) 

x+y^0 


n existe pas. 

2 . lim { *owMo,o,o) W+j? = I et lim (x,y,z)— >(0,0,0) = °- 11 s ’ ensuit que 

x=y=z^ 0 x 40 ,;y=z =0 

.. xyz + z 3 

l lm (x,y,z)—> (0,0,0) 93,2 
acS+yzVo 


n’existe pas. 
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3. Sur M\ {0}, la fonction / definie par fix) = H = A tend vers +°o quand x tend vers zero d’ou 


li m (.r,v)— >(0,0) 
(x,y)/(0,0) 


\*\ + \y\ 

x 2 +y 2 


n’existe pas en tant que limite tinie. 

4. D’une part, lim ( A -. y )^(o,o) JJ 2 = 0- D’autre part, vue l’indication, avec x 2 — y 2 = h(y), un calcul immediat 


donne 


x^0,y=0 


x 4 y y 5 +2y 3 h(y) + (h(y)) 2 y y 5 


x 2 -y 2 


Ky) 


Ky) 


+ 2v 3 + h(y)y. 


Avec h(y) = y ( \ l’expression Jy 2 tend done vers +00 quand y tend vers zero d’ou 


lim 


4 

x y 

(■*0')— >(0,0) 2 _ . .2 

x+± y x y 


n’existe pas. 

5. Le long de la demi-droite x >0,y = 0,z = 0, la limite existe et vaut zero et le long de la demi-droite 
x = y = z > 0 la limite existe et vaut 1/3 d’ oil 


li m (.v,y,z)—> (0,0.0) 

( W )^(0,0,0) 


xy + yz 
x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 


n’existe pas. 


Correction de l’exercice 3 ▲ 


y 

lim fix, y) = lim . — — T -r~ 

y^0 JK ' y> y ->0y 2 + (1 — y/x) 2 


lim v ^ 0 v 2 


0 


lim^ 0 v 2 + (l -y/x) 2 1 


= - =0 


De meme \im x ^ 0 f(x,y) = 0 d’ou (1). D’autre part, f(x,x) = ^ = 1 d’ou \\m x ^ 0 f(x,x) = 1 et lim (Aj) ^ (0X) ) f(x,y) 
ne peut pas exister. 


Correction de I’exercice 4 ▲ 


1. lim^^o.o),^ jribr n’existe pas d’ou lim^^O) n’existe pas. 


2. = r(cos (p + 2 sin <p) 3 d’ou 


(-V+2.V) 3 

x 2 +y 2 


+v- 

^ 27 r et 

(x + 2v) 3 

lim — -= x- 

(*,v)->(o,o) x 2 +y 2 


= 0 


car lim (jcjH(CK0) r = 0. 


3. lim (A . y) ^ (li0 ) \J xf +y 2 = 1 ^ 0 et lim (A . J )_ s .( lj0) \og{x + e y ) = log2 d’ou 


lim !^=Ulog2. 

(^y)— >(1,0) y/x 2 +y 2 


4. lim^^^o) xA yl y 2 y = 1 tandis que lim (jt>y) _> (0) o) = 0 d’ou 

y=2 ' x=0 


lim 


x 4 + y 3 — xy 
4W 


(*j)->(0,0) .r 4 + v 


n’existe pas. 
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Correction de l’exercice 5 ▲ 


1. Supposons x+y + z / 0. Alors 


xyz xy(h(x,y) —x — y) xy(x + y) 

- =xy- 


x+y + z 


h{x,y ) 


h(x,y) 


d’ou, avec 

+ 

II 

R) 

Rf 

nous obtenons 

xyz xy 


x+y + z ^ (x + y) 3 

11 s’ensuit que 

.. xyz 

i lm (x,y,z)— >(0,0,0) , , 

x+ y+z =( x +y) 4 x+ y +z 


x^0,y^0,z^0 

n’existe pas, au moins non pas en tant que limite finie. D’autre part, 

xyz 


lim 


( 0 , 0 , 0 ) 


x+z^0,y=0 


= 0 . 


Par consequent, 


ne peut pas exister. 
2. La limite 


lim 


xvz 


(-w)->(0,0,0) , , 

x+y+z^0 


(0,0,0) f{x,y,z) lim ^^(0,0) 

Xyt±y,z = 0 ' x+y X ~ y 

n’existe pas car lim ( XJ )^(o,o) y^y- n’existe pas. Par consequent. 


y—x—x 


x+y 


lim (jt,^)— qo,o,o) f(x,y, z) lini(x,y,z)— >(o,o,o) 2 212 

X~ y- “r z~ 


X^-yt+z^O 


X^-yt+z^ 0 


ne peut pas exister. 
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